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Introduccién

El presente moédulo inicia con una resena sobre los principales personajes y sus aportaciones
en el desarrollo del calculo; asi como el auge que le han dado a las matematicas, explicando
ciertos fendmenos de la naturaleza. Luego se analizara el concepto de limite, la interpretacion
analitica y grafica de distintos casos de limites de funciones, asi también las propiedades que
estos poseen. Finalmente se pretende que el estudiante sea capaz de analizar y calcular el
limite de funciones algebraicas y trascendentes, apoyandose en sus propiedades y otros
recursos algebraicos ya aprendidos previamente.

Es importante mencionar que durante el desarrollo del médulo se citan una serie de actividades
para el estudiante, cuyo objetivo principal es contribuir al logro de los aprendizajes esperados;
ademas de estar disenadas para que el alumno reconozca sus_ actitudes, asi como la disposicién
al trabajo organizado, promueva el dialogo, experimente un pensamiento critico y reflexivo y
reconozca sus fortalezas.

Exploro mis saberes

Contesta, en tu cuaderno de apuntes, las siguientes preguntas:

1. ;Qué es una funcion y cudles son las formasde representarla?
2. ;Cudles son las funciones algebraicas? (Menciona ejemplos)

3. ¢Cudles son las funciones trascéndentes? (Menciona ejemplos)

4. ;Como se determina el dominio.de.una funcidon racional?

5. ;Para qué valores de "x" la funcién f(x) = esta definida

3
x-5
6. ;Qué es una asintota vertical, horizontal y oblicua para una funcion racional?

7. Desarrolla los siguientes productos:

a) (Sx+7) = b) (7x-9)(7x+9) =
o) (2x=3) = d) Bx+8)(5x-2) =
e) (x=3)(x"—4x+7)= ) (x+3)(x* =3x+9) =

8. Factoriza las siguientes expresiones algebraicas:

a) Sxy +15x° = b) 3xy+3xz-5y-5z=

c) X’ —6x+5x= d) ¥} +2x-15=
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e) 4x* —81 f) x*=27=

9. Transformando la siguiente funcion cuadratica de su forma general a su forma estandar, halla su
vértice, sus raices y realiza un bosquejo de la funcion:

f(x) =x"+x-2
10. Usando identidades trigonométricas, simplifica la siguiente funcion:

cost
cotd

f(0)=

Trabaja en tu producto esperado

l. Realiza, de manera individual, un ensayo donde reflexiones acerca de los siguientes puntos a partir de los
antecedentes del calculo:

1. ;Consideras que es importante el conocimiento de estos antecedentes para comprender mejor los contenidos
de esta asignatura?

2. Analiza las condiciones.que tuvieron los autores del calculo para entender y desarrollar las matematicas y
contesta por qué a los jovenes, en la actualidad, se les dificulta entender e ta asignatura.

3. Sitedas cuenta, han pasado mas de dos siglos de estos descubrimientos, ;crees que se sigan aplicando hoy en
dia?,;comoyen qué?

Il.Analiza de manera individual, el siguiente problema de aplicacion; al finalizar tu analisis, comenta en plenaria tus
observacionesacerca de los conocimientos previos que puedes emplear para poder abordarloyde lossaberes que te
hardn falta para poderlo solucionar completamente. Recuerda que dichos conocimientos te haran falta para resol-
ver esta situaciony que los iras obteniendo en el transcurso de este bloque, para que al finalizarlo puedas dar solu-
cion por completo al problema; demostrando asi, que has asimilado los aprendizajes esperados para esta unidad.

Se desea construir un recipiente cilindrico de aluminio con capacidad de 2 litros, para una persona vendedora
de leche devacaen la ciudad de Altotonga, Veracruz; pero debido al alto costo de este material, este vendedor
lesugiere al fabricante que lo construya con la menor cantidad de aluminio posible.
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Observa que paraconstruir estevaso despachador de leche es necesario tener
unrectangulo (paredes del recipiente) y uncirculo (base del recipiente) como

lo muestrasiguiente figura

Nota:Despréciese lamanijayelpicodelrecipiente.

De este modo, el rectanguloesel area lateraldel cilindro que tiene como ancho sualtura, la cual denotemos con

"h",ycomo largo la longitud de la circunferencia, 277, denotando€on." " el radio del circulo. Con base en
estainformacion, realiza las siguientes indicaciones:

1. Construye un modelo algebraico para obtener el drea total.que se necesitara de aluminio para la construccion
delrecipiente.

2. Utilizando la férmula del volumen para un cilindro W = 7z#2A.y sabiendo que el volumen del recipiente debe
serde 2 litros, despeja laaltura 4.

3. Utilizaelvalorde h obtenido anteriormente y conello, expresa el modelo algebraico obtenido enelincisoa)en
términos tinicamente del radio. Asi, la funcién del drea total del recipiente quedard expresada en términos de

¥ Muybien, hasta este momento ya tieneselareatotal en funciénde 7* tnicamente. Esta funcién te quedara

4
expresada de lasiguientemanera:; 4(7) = 7> + — . Ahora contesta las siguientes preguntas:
r

a) ¢Aquétipodefuncion llegaste?(polindmica, logaritmica, trigonométrica, exponencial, etcétera)

4
b) ¢Cualesel limite dela funcion A(r) = 7r* +— cuandoelvalorde 7 seacercaa cero por la derecha?
r

4
¢) ¢Cuélesellimitedelafuncion A(r) =71’ +— cuandoelvalorde 7 seacercaa cero por laizquierda?
r
. e y ) 4
d) ¢Existealgtin limite para la funcion A(r)=77r" +— cuandoa 7" seledan valores muy cercanosacero?
r

4
e) ;Qué propiedad de los limites se aplicaria a la funcion A(r) = mrt +— para hallar el limite de esta?
r

f) Porcierto,¢paraquévalorde 7 ,elfabricante del recipiente se gastaria la menor cantidad de material?

Ante el grupo, comenten las respuestas dadas a las preguntas, y a partir del analisis del problema discutan con qué
conocimientos previos cuentan y cudles les hacen falta para poder resolver la situacion.
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Sabias que...

".. Arquimedes de Siracusa se
olvidaba de comer y descuidaba
su persona, hasta tal punto

que, cuando en ocasiones

era obligado por la fuerza a
bafarse y perfumarse, solia
trazar figuras geométricas en las
cenizas del fuego y diagramas
en los unglientos de su cuerpo,
y estaba embargado por una
total preocupacion y, en un
muy cierto sentido, por una

posesién divina de amor y deleite

por la ciencia.” (Plutarco)

Método exhaustivo.
Procedimiento geométrico de
aproximacion a un resultado,
con el cual el grado de precisién
aumenta en la medida en

que se avanza el cdlculo.

Figura 1.1 Arquimedes, el mayor genio
matematico de la antigiiedad.
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Antecedentes y aplicaciones del calculo

El calculo es una herramienta matematica de gran trascendencia, en cuanto
a aplicaciones se refiere y nace de la necesidad de resolver cierto tipo de
problemas. De hecho, aunque sus principales iniciadores son: Isaac Newton
y Gottfried Leibniz, en el siglo XVII, los griegos ya fundamentaban algunos
trabajos de indole geométrico, por ejemplo, la determinacion del volumen de
un cono a partir de la aproximacion de un conjunto de cilindros de distintos
radios, hecha por Demdcrito de Abderas (460 a370a.C.) oladeterminacién
del area de un circulo, hallada por el cientifico y matematico Arquimedes
de Siracusa (287-212 a. C). Este ultimo, considerado uno de los cientificos
mas importantes de la Antiguedad clasica, aplico el método exhaustivo para
calcular el area bajo el arco de una parabola con la sumatoria de una serie
infinita, definio la espiral que lleva su nombre, establecié formulas para los
volumenes de las superficies de revelucién y un maravilloso sistema para
expresar numeros de varias cifras:

Estos hechos son algunos.de los que  muestran como el calculo ya tenia
presencia en civilizaciones antiguas, tales como en el mundo griego; pero no
fue hasta los comienzos de la edad moderna en que el calculo toma su mayor
auge, retomando y analizando de una manera mas formal los problemas que
al hombre siempre habian aguejadoy que aun estaban sin resolver de una
manera rigurosa. Los problemas que mas tenian pendientes a los cientificos
de esa epoaca se resumian en cuatro enunciados, los cuales eran:

1. Calcular latangente a una curva de una forma general.

2{ El problema de los maximos y minimos de una curva.

3. El calculo delarea encerrada bajo una curva y el volumen de un sélido.

4. Dada una férmula de la distancia recorrida por un cuerpo en cualquier
tiempo conocido, encontrar la velocidad y la aceleracion del cuerpo en
cualquier instante.

A continuacién, te presentamos un poco de historia acerca de los
personajes que dieron paso al calculo, a partir del siglo XVI en adelante:

Galileo Galilei (1564 - 1642)

Fue un astronomo, matematico y fisico italiano. Calculé el espacio recorrido
2

. ., a
por un objeto en base a la aceleracién con la formula d = 7 verdadera

integraciéon del concepto diferencial. La belleza de esta formula es que

demuestra que la distancia viajada por un objeto (d ) solo depende del
tiempo (#) y de una aceleracion que es igual para todos los cuerpos
(a). Nota que el peso no aparece en ninguna parte de la ecuaciéon. Con
esto Galileo Galilei introducia el concepto de funcidn cuadratica, expresando
que, en cualquier situacion, podemos observar diversos aspectos medibles
0 magnitudes (temperatura, tiempo, longitud, masa, etcétera); algunas se
mantienen constantes, pero otras tienen valores variables.
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Johannes Kepler (1571-1630)

Astronomo y matematico aleman. No hizo aportacion especifica al calculo;
pero fue capaz de establecer unas leyes que determinaban el movimiento
de los planetas alrededor del sol, bajo el sistema heliocéntrico establecido
por Nicolas Copérnico en aquellos tiempos, manipulando, en estas leyes, el
concepto de area bajo una curva.

Rene Descartes (1596-1650)

Fue un filésofo y matematico francés, nacido en la Haye, Touraine (Francia).
Enelareadelas Matematicas, la contribucion mas notable que hizo Descartes
fue el intento de unificar la antigua geometria con el algebra, es decir, fue
el primer matematico que intentd clasificar las curvas conforme al tipo de
ecuaciones que las producen; y junto con su paisano Pierre Fermat, inventé
lo que hoy en dia conocemos como la Geometria Analitica, que es donde se
sientan las bases para el desarrollo del calculo.

Pierre Fermat (1601-1665)

Fermat nacié en Beaumont-de-Lomagne, Francia, el 17 de agosto de1601
y se sabe muy poco de sus primeros anos de vida. Discutio con Descartes
sobre cuestiones cientificas como la refraccion de la luz y el método de los
maximos y minimos.

A Fermat también se le atribuye haber establecido< los principios
fundamentales de la Geometria Analitica. Sin‘embargo, es mas conocido
por sus aportaciones a la teoria de numeros en especial por el conocido
como ultimo teorema de Fermat, que preocupé a los matematicos durante
aproximadamente 350 anos, hastaque fue demostrado en 1995 por Andrew
Wiles ayudado por Richard Taylor.

Blaise Pascal (1623-1662)

Fue un matematico, fisico, filésofo'y tedlogo francés. En las matematicas,
creo el triangulo de Pascal, arreglo triangular de los coeficientes binomiales
en un triangulo.

Blaise Pascal inventé la calculadora mecanica en 1642. La pascalina fue la
primera calculadora mecanica que funcionaba a base de ruedas y engranajes.
El primer nombre que le dio a su invencion fue “maquina de aritmética’;
luego la llamé “rueda pascalina”, y finalmente “pascalina”.

Ademas, abordd la definicidn y el calculo de la derivada e integral definida; y
fue el iniciador de la teoria de juegos.

Isaac Barrow (1630-1677)

Isaac Barrow nacio en Londres en 1630. Barrow es conocido por sus
aportacionesal calculodiferencial y ala 6ptica, especialmente por el Teorema
fundamental del calculo. Este teorema demuestra que la derivacion y la
integracién son operaciones inversas. El Segundo teorema fundamental del
calculo, es unaconsecuenciadirecta del teoremamencionado anteriormente,
y es también conocido como la Regla de Barrow en honor a él. La Regla de
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Heliocéntrico.

Modelo astronémico sequn

el cual la tierra y los planetas

se mueven alrededor del sol
relativamente estacionario y que
estd en el centro del universo.

Sabias que...

A Fermat le gustaba escribir
anotaciones sobre problemas y
sus soluciones en los margenes
de los libros y fue asi como

en su ejemplar texto griego

de La Aritmética de Diofanto

se encontrd lo siguiente:
"Esimposible encontrar la
forma de convertir un cubo

en la suma de dos cubos, una
potencia cuarta en la suma de dos
potencias cuartas, o en general
cualquier potencia mds alta que
el cuadrado, en la suma de dos
potencias de la misma clase.

He descubierto para el hecho
una demostracion excelente,
pero este margen es demasiado
pequefio para que quepa en él"

Figura 1.3 La calculadora mecanica de
Pascal (La “Pascalina”).
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Sabias que...

Cuando Isaac Newton fue puesto
en cuarentena en debido a la
peste bubdnica, el aprovecho el
tiempo para inventar el calculo,
desarrollar su teoria sobre la
dptica, formular las leyes del
movimiento y la gravedad.

En la historia del calculo se
encuentra la controversia

de quién fue el inventor del
calculo, si Newton o Leibniz,
algunos le dan la primicia a
Newton y otros a Leibniz, pero
se generaliza que Newton tuvo
primero las ideas y que Leibniz
las descubrid igualmente
algunos afios mas tarde.

En conclusidn, se sabe que
tanto Newton como Leibniz
trabajaron en forma casi
simultanea, pero con enfoques
diferentes. Los trabajos de
Newton estan motivados por
sus propias investigaciones
fisicas (de alli que tratara a las
variables como “cantidades que
fluyen”) mientras que Leibniz
conserva un caracter mas
geométrico y, diferencidndose
de su colega, trata a la derivada
como un cociente incremental,
¥ no como una velocidad.

Direccion General de Telebachillerato

Barrow permite el calculo de integrales definidas a partir de alguna de sus
primitivas. La aplicacion mas conocida es el calculo del area delimitada por
la grafica de una (o varias) funciones.

Isaac Newton (1642-1727)

Fue un fisico, tedlogo, inventor, alquimista y matematico inglés. Los prin-
cipales descubrimientos matematicos de Newton en el campo del calculo
infinitesimal datan de los llamados Anni Mirabiles 1665 y 1666. La Univer-
sidad de Cambridge, en la que Newton se habia graduado como bachelor
of arts (bachiller universitario en letras) en 1664, estuvo cerrada por la
peste esos dos anos. Newton paso ese tiempo en su casa de Woolsthorpe
y, como el mismo reconocio cincuenta anos después, ése fue el periodo
mas creativo de su vida. A principios de 1665 descubre el teorema del
binomio y el calculo con las series infinitas. A finales de ese mismo ano,
el método de fluxiones, es decir, el .calculo de derivadas. En 1666 el me-
todo inverso de fluxiones y la relacion entre cuadraturas y fluxiones. En
esos dos anos también inicio las teorias de los:colores y de la gravitacion
universal.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Fue un filosofo, l6gico,.matematico y politico aleman. Invento el calcu-
lo infinitesimal, independientemente de Newton. Su descubrimiento fue
posterior al de Newton, aunque Leibnitz fue el primero en publicar el in-
vento. En 1673, luego de estudiar los tratados de Pascal, Leibnitz se con-
vence gue los problemas inversos de tangentes y los de cuadraturas eran
equivalentes./Alejandose de estos problemas, a partir de sumas y dife-
rencias de sucesiones comienza a desarrollar toda una teoria de sumas
y diferencias infinitesimales que acabarian en la gestacion de su calculo.

Leonhard Paul Euler (1707-1783)

Matematico suizo, cuyos trabajos mas importantes se centraron en el
campo de las matematicas puras. Aunque obstaculizado por una pérdida
parcial de visién antes de cumplir 30 anos y por una ceguera casi total
al final de su vida, Euler produjo numerosas obras matematicas impor-
tantes, asi como resenas matematicas y cientificas. Entre sus obras se
encuentran Instituciones del calculo diferencial (1755), Instituciones del
calculo integral (1768-1770) e Introduccion al algebra (1770).

A Euler se le conoce por su tratamiento analitico de las matematicas y
su discusion de conceptos del calculo infinitesimal, pero también por su
labor en acustica, mecanica, astronomia y dptica.

Augustin Louis Cauchy (1798-1857)
Agustin Louis Cauchy matematico frances, fue pionero en el analisis y la
teoria de permutacion de grupos. También investigo la convergencia y la
divergencia de las series infinitas, ecuaciones diferenciales, determinan-
tes, probabilidad y fisica matematica.

Gracias a Cauchy, el analisis infinitesimal adquiere bases solidas. Con
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Cauchy se precisan los conceptos de funcion, de limite y de continuidad
en la forma actual, tomando el concepto de limite como punto de partida
del analisis y eliminando de la idea de funcidn toda referencia a una ex-
presion formal, algebraica o no, para fundarla sobre la nocion de corres-
pondencia.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)

Nacié en Ostenfelde, Westfalia (actualmente Alemania) y murié en Berlin
(Alemania). Citado como el “padre del andlisis moderno”, Weierstrass dio
las definiciones actuales del concepto de continuidad, limite y derivada de
una funciéon de una manera mas rigurosa, que siguen vigentes hoy en dia.
Esto le permitiéo demostrar un conjunto de teoremas que estaban enton-
ces sin demostrar como el teorema del valor medio, el teorema de Bolza-
no-Weierstrass, y el Teorema de Heine- Borel.

Bernhard Riemann (1826-1866)

Bernhard Riemann matematico aleman, fue hijo de un ministfo protes-
tante. Recibio la educacion elemental de su padre y mostrd talento para la
aritmeética a temprana edad. En 1862, un ano después de su matrimonio,
sufrié un ataque de pleuritis y durante el resto de su vida fue un hombre

agobiado por esta enfermedad para morir de tuberculosis a los 39 anos
de edad.

Los ricos y amplios conceptos de Riemann'del espacio y de la geometria
tuvieron profundos efectos en el desarrollo de la-teoria fisica moderna y
brindaron los conocimientos y métodos usadas cincuenta anos mas tarde
como apoyo concreto para la teoria general de la relatividad desarrollada
por Einstein.

Ademas, clarifico la nocion de Integral, definiendo lo que ahora llamamos
Integral de Riemann. El fue quien permitié calcular las integrales a partir
de la definicion como un limite de sumas. Su muerte prematura deter-
mind una gran pérdida para el mundo matematico porque su trabajo fue
brillante y de importancia capital.

Calculo Diferencial 19

iA trabajar en tu producto
esperado!

Es momento de realizar la
actividad 1 de tu producto
esperado. jA trabajarl.

Aplico lo aprendido

. Elabora una linea del tiempo sobre los matematicos mas relevantes que hicieron aportaciones al desarrollo del
célculo;y unavez terminada exponla a tus compaiieros de grupo, bajo la coordinacién de tu profesor.
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Limites

En este apartado nos toca analizar el concepto de limite, para ello piensa
en las siguientes tres situaciones: inflar un globo, estirar una liga con tus
manos o caminar en direccion al borde de un barranco. Ahora preguntate,
;puedes inflar indefinidamente el globo?, ; podras estirar la liga hasta una
longitud demasiado grande?, jpor qué ya no podrias seguir caminado
después del borde del barranco?

Si te das cuenta, todas estas situaciones nos implican un limite, esto es,
una frontera, un lindero, un fin, un acabamiento de algo, a donde se llega
y no se puede avanzar mas, pues existe un limite.

Concepto e interpretacion de limites

Para comprender mejor el concepto de limite, analicemos lo siguiente: se
cree en la actualidad que los antiguos griegos calcularon el area de un
circulo mediante las aproximaciones de poligonos regulares inscritos en
él. Dibujemos un circulo, e inscribamos un pentagono regular en él, como
lo muestra la siguiente figura:

Apotema (a)

Radio (r)

Si comparamos el drea sombreada del pentagono con el area del circulo
que lo circunscribe, observamos que el area del pentagono se aproxima al
area del circulo y que la longitud de la apotema es menor que la longitud
del radio del circulo. jQué pasara si en ese mismo circulo inscribimos
ahora un poligono regular con mas lados?, digamos un decagono:

Apotema (a)

Radio (r)
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Sinuevamente comparamos el area sombreada del decdgono con el area
del circulo, observamos que el area del poligono ya esta muy cerca de
cubrir el area del circulo y que la longitud de la apotema del poligono
estd mas cerca de ser igual a la longitud del radio del circulo. ;Qué
pasaria si continuamos con este proceso, es decir, si ahora inscribimos
en nuestro circulo un poligono regular con mas lados? Pues nuestra
respuesta ahora es inductiva, el drea del poligono inscrito en nuestro
circulo estara mas proxima todavia al area de este y también la longitud
de la apotema del poligono casi es la longitud del radio. Si este proceso
lo llevamos infinitamente, es decir, si nos aproximamos mas al area del
circulo, inscribiendo poligonos regulares cada vez mas grandes entonces
podriamos calcular el area del circulo. Por otro lado, debes darte cuenta,
que entre mas acerquemos la apotema del poligono regular al radio del
circulo, entonces el area del poligono estara mas cerca del area del circulo.

Con lo anterior, podriamos afirmar que para un poligono con n lados, si
hacemos crecer n lo suficientemente grande, no distinguiremos entre
la parte sombreada y la no sombreada, que corresponden al area del
poligono y del circulo respectivamente. Y al mismo tiempo, la diferencia
entre la apotema a del poligono y el radio » del circulo seria casi nula.
De tal manera que al repetir este proceso infinitas veces;.el perimetrodel

poligono (P = nl) es practicamente igual al perimetro de lacircunferencia

(27rr) , ¥ la apotema (a) tomaria el valor del radio () del circulo, esto
es en simbologia de aproximacion, nl ~27zr /(que se interpreta como:
‘el perimetro del poligono es aproximadamente igual al perimetro del
circulo) siempre que a~r (que se interpreta como: “la apotema es
aproximadamente igual al radio del circulo).

Asi, si tomamos la formula para calcular el area de un poligono y

sustituimos ahi el perimetro por el valor 27z y la apotema por el valor de
r, se obtiene la formula para.calcular el area del circulo.

Pa  (Q2rr)r
= = —( ) = 7[}/'2
2 2
Con este hecho, nota que la determinacién del area de una circunferencia
pudo hacerse considerandola como un caso extremo de un poligono.

En el calculo diferencial también se trabaja con casos extremos
especificamente aplicados a funciones, lo que da paso a definir el concepto
de limite:

Definicion

Sea ./  una funcién definida en cada numero de algun conjunto D que
contiene al numero €, excepto posiblemente en el nUmero ¢ mismo.
Diremos que L sera el limite de f cuando X tiende' a ¢, si para
cualquier argumento X muy cercano a C (tan cercano como se desee),
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Ten en cuenta que...
La férmula para calcular el
area de un poligono regular

4_Pa
es: 2 donde, 4 es
el area del poligono; P, su

perimetroy a, su apotema.
Su perimetro se obtiene con

laformula P =nl/,donde
n eselnimero de lados del

poligonoy [/ lalongitud de
uno de sus lados. En cuanto a
la circunferencia, se utilizan las

formulas P=27r y A=nr’
para calcular su perimetro

Yy su area respectivamente.
Finalmente, para indicar que
una cantidad se encuentra
muy préxima a otra se pone
el simbolo = entre ellas,
que se interpreta como
“aproximadamente igual a"
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hallamos que su imagen f(x) también estd muy cercana de L. Lo que
escribiremos de manera simbdlica como:

[im f(x)=L

Léase: “el limite de f(x), cuando X tiendea C,es L".

O también se puede escribir f(x) > L si X—>C, lo cual se lee: “ f(x)
tiendea L si X tiendea C".

En otras palabras, esta definicion un tanto informal, nos dice que los

valores de unafunciéon f(x) seaproximanallimite L conforme x lohace
al numero ¢. O dicho de otra manera, el valor absoluto de la diferencia

entre f(x) y L puede hacerse tan pequena como se quiera tomando x
lo suficientemente cerca de ¢, pero nuncaiguala c.

Es pertinente decir que en la definicidon no necesariamente se requiere
quelafuncion f esté definidaen el nimero ¢, paraque el limite L exista.
Mas aun, si f esta definida en el numero ¢, el limite de f puede existir

sin que tenga que seriguala f(¢): Graficamente la idea de limite es como
la que se veenla figura:

Lo dicho anteriormente lo podemos resumir de manera simbdlica, en tres
INCisos:

a) [im f(x)=L, f(c) estadefinidapero L# f(c).

X—>C

b) [im f(x)=L y f(c) noestadefinida.

X—>cC

o Jimf(x)=L, f(c) estadefinida y L= f(c).

X—>C

'Tiende: significa que se aproxima cada vez mas cerca de, y se indica con una flecha pequena.
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Ejemplo:

Supongamos que queremos hallar ll’m(x+ 1) =?

x—3

Empecemos por calcular las imagenes de valores muy préximos al
numero 3 tomados a su izquierda, pero sin que sean igual a él. Es decir,

Valores muy

proximos a 3
2 2.5 2.9 2.99 2.999 2.9999
por la

izquierda

Imagenes bajo

la funcion 3 3.5 3.9 3.99 3.999 3.9999

Hagamos lo mismo, pero ahora tomando valores muy proximos a 3 por
la derecha:

Valores muy
proximos a 3
4 35 3.1 3.01 3.001 3.0001
por la

derecha

Imagenes bajo

la funcion 5 45 41 401 4.001 4.0001

Notemos que si nos acercamos a 3 por la izquierda, las imagenes bajo la
funcion f(x) =x+1 se aproximan a 4; mientras que si nos aproximamos

a 3 por la derecha, las imagenes bajo la funcion S(x)=x+1 se acercan

m(x+1)=4
a 4 también. Entonces de lo anterior concluimos que: lf—’?s/l( ) .La

idea grafica de nuestro limite se muestra en la siguiente figura:

Calculo Diferencial
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L

fx)=xH1

:4:

f(o)

/—1 o 1 —) 3} 44— 8
¢

Efectivamente, en nuestro ejemplo, L=4 'y f(x)=x+1 esta definida en

3, por lo tanto, f(B)=3+1=4=L , @'Sea que nos encontramos en el caso
delinciso ¢) para limites, mencionado anteriormente.

Analicemos otro ejemplo donde suceda el mismo caso:

Ejemplo:

ll'm(x2+1)=L
Calculemos »2 . Hagamos el mismo proceso anterior;

puesto que x va a tender a 2, daremos valores muy cercanos a este
valor y observemos hacia donde se acercan las imagenes bajo la funcién

S()=x"+1

Valores muy

proximos a 2
1 1.5 1.9 1.99 1.999 1.9999
por la

izquierda

Imagenes bajo

la funcién 2 3.25 4.61 4.96 4996 | 4.9996

Valores muy
proximos a 2
3 2.5 2.1 2.01 2.001 2.0001
por la

derecha

Imagenes bajo

la funcion 10 7.25 5.41 5.0401 | 5.004 | 5.0004
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Efectivamente, observemos que al aproximarnos a 2 tanto por la derecha

como por la izquierda, las imagenes bajo la funcion f(x) = x*+1 sevan

. [l’m(x2+l)=5
aproximando a 5. Por lo tanto, "5 y volvemos a caer en el
caso del inciso c) mencionado parrafos atras. La idea grafica de nuestro

limite se muestra en la siguiente figura:

f(x):x2+1

- E -2 -1 0 - 2 4 5 [ T 8 ? 1|u 1 12 12 "

El caso del inciso c¢) sucede propiamente para aquellas funciones cuyas
graficas se pueden dibujar de un solo trazo, es decir, aquellas que se
trazan sin levantar el [apiz de lathoja de papel. Lasfunciones que tienen la
caracteristicaantes mencionadase lesconocen como funciones continuas,
las cuales fueron definidas asi en cursos anteriores.

De esta manera, podemos dar una definicién de funciéon continua
apoyandonos en el concepto de limite:

Definicién
Una funcion /* sera continua en el punto ¢ perteneciente a su dominio si
y solo si

1) f estadefinidaen el numero c.

2) l[im f(x) existe.

X—>C

3) Iim f(0)=£(©)

X—C
Convenientemente introducimos esta definicion en este momento
porque nos ahorrard el calculo de los limites para funciones continuas
en algun dominio D; ya que si la funcién es continua en algun dominio

D (este dominio puede ser un intervalo o en todos los nimeros reales),
simplemente debemos aplicar la formula:

Calculo Diferencial
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Ten en cuenta que...
Una funcién polindmica se
representa de la forma:

P(x)=a,x" +a, X"+ +ax +a,
donde a,,q,,...,a, son

numeros reales, a, # 0

y n es entero positivo.
Ademas, una funcion
polinomial es continua en
todos los numeros reales.
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[im f(x)=f(c)

X—>C

Obseérvese que, para conseguir el limite para el caso de una funcién

continua, simplemente se evalua el nimero ¢ en la funcién f(x).

Las funciones polindmicas son continuas en todos los nUmeros reales. Asi,

2 . . ’ .
S(x)=x+1y f(x)=x"+1 son funciones polinémicas, por lo tanto son
continuas y podemos aplicar la formula anterior para hallar sus limites:

ll'm (x+l):(3+1):4

x—3

Iim (x> +1)=(2°+1)=5

x—2

Para el primer limite nota que solo se evaluo el numero 3en f(x)=x+1 lo
que nosdaellimitebuscado L=4.Enelsegundo limite se aplicalo mismo,

2
se evalla el nUmero 2 en la funcidn f(x) =x"+1 opteniendo L =5.

Entonces si queremos calcular los limites para funciones polindmicas,

1 x)=f(c
solo bastarad con aplicar laformula lle J&)=7) sin la necesidad de
hacer las tabulaciones gue se hicieron en un principio para hallar el limite

solicitado.

Ejemplo:

) i (¥ -2x=3) =(5) -2(5)-3=12
2) Iim (¥ - +x+5) =(-2)" —(-2) +(-2)+5=-9

X2

Ahora nos remitiremos a considerar un ejemplo donde el limite de la

funcion exista, pero que no sea igual al valor de f(c)' Analicemos el

. m f(x)=L .
caso del inciso a), esto es, lf_’?c/l existe, f(c) esta definida, pero

fle)#L
Para ello, consideremos la funcién definida por partes:

x+1 S x#3

f(x)zi 5 six=3



Modulo 1 Limites

y calculemos ll’m f(x) =7 Graficamente la funcién se ve as:
x—3

x+1 st x#3

1= ;

si x=3

Observemos que esta funcion tiene un salto justo‘de 3.en este punto la
funcion vale 5. Veamos qué pasa si nos acercamos al numero.3 por la
izquierda y derecha de este bajo la funcion dada.

Valores muy
proximos a 3

2 2.5 2.9 2.99 2.999 2.9999
por la

izquierda

Imagenes bajo
la funcién 3 3.5 3.9 3.99 3.999 | 3.9999

Valores muy
proximos a 3
4 3.5 3.1 3.01 3.001 3.0001
por la

derecha

Imagenes bajo
la funcién 5 45 41 4.01 4.001 | 4.0001

De nuestros valores obtenidos vemos que f(x) tiende a 4 cuando x

tiende 3, es decir, el limite de esta funcién existe y es 4 ( >3

por supuesto el limite en este caso no coincide con f'(3) yaque f(3)=5.

lim £ = 4]
Yy

Calculo Diferencial
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Finalmente, te presentamos un ejemplo de limite donde se presentan las

. . m (=L
condiciones del caso del inciso b), esto es: lﬁ?:l existe y que

f(c) no esté ni siquiera definida.

Ejemplo:
, X'+ x-2
Consideremos el siguiente limite: ZZmT
x—1 -
2+ _ 2
De inicio analicemos la grafica de la funcion f(x)= %
x-
u s
/ :
o,
. /

En [a grafica de la funcién se observa un salto justo en la coordenada (1,3);
pues la funcidn no esta definida para x = 1. Pero a pesar de esto, se nota,

por inspeccion en la grafica, que si nos acercamos a x= 1 tanto por la
derecha como por la izquierda en el eje horizontal, entonces las imagenes
X'+ x- 2

., X )= , . .
de la funcion f( ) x- 1 seacercariana y= 3 en el eje vertical.
Constatemos esto mediante una tabulacion:

Valores muy
proximos a 1
0.5 0.9 0.99 0.999 0.9999 | 0.99999
por la

izquierda

Imagenes bajo

la funcion 25 2.9 299 | 2999 | 2.9999 | 2.99999
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Valores muy
proximos a 1
1.5 1.1 1.01 1.001 1.0001 1.00001
por la
derecha
Imagenes bajo
et 35 3.1 301 | 3.001 | 3.0001 | 3.00001
x4 x- 2
flx)z ———

Efectivamente, el limite de la funcion x- 1 cuando x tiende

S (x)=

X+ x- 2

al, existey es 3; aunque x- 1 noestédefinidaen x=1.

Hasta el momento, hemos estado hablando de casos donde ellimite existe,
pero también habra casos donde el limite no exista; y para demostrar esto
consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo:

Supongamos que nos piden calcular:
, 2 si x<4

lim f(x)=? donde f(x) ={ . (funcién escalonada).
x4 3 st 4<x

Graficamente la funcidn se traza€omo en la siguiente figura:
| : '

2 st x<4

: f(x)={3 Si 4<x

-1

=3

Para calcular este limite, recurramos nuevamente al proceso de tabulacion
que hemos venido trabajando. Ahora nos toca dar valores muy proximos a
4, tanto por su izquierda como por su derecha.

Calculo Diferencial
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Valores muy
proximos a 4
3 3.5 3.9 3.99 3.999 3.9999
por la

izquierda

Imagenes bajo
la funcioén

Valores muy
proximos a 4
5 4.5 4.1 4.01 4.001 4.0001
por la

derecha

Imagenes bajo

la funcién

m S (x .
Por lo tanto, l}l’f ( ) no existe, puesto que cuando nos acercamos a 4

por la izquierda las imagenes de f(x) siempre son iguales a 2; mientras

que si nos acercamos por la derecha a 4 las imagenes bajo f(x) siempre
son iguales a 3. Es decir, no hay un solo valor para las imagenes, al cual
converjan o se aproximen.

l.Enlossiguientesejercicios,aplicaladefiniciondelimite, paraencontrarellimitedelassiguientesfunciones.Recuerda
que el aplicar la definicién de limite, implica dar valores muy cercanos alrededor de ¢,y examinar si las imagenes se

aproximanaunnimero L ,paralo cual tendras que hacer una tabulacion como la de los ejemplos anteriores. Una vez
encontrado el limite, apdyate de la grafica de la funcidn para comprobar tu respuesta. Para graficar, puedes usar el

software GeoGebra.
1 lim7= 2. lim(4x+3)=
x—>75
x*=9
(7 —2x)= 1 =
3 lim(7-2x) 4 lim=—

5. [l'm(2x2—4x+5)= 6. ll’ =

3-+/x

x—9 9-x
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2
7. lim(x'=1) o lim=> rro

x—> =2 x— =3 x+3

Propiedades de los limites

Los limites cuentan con ciertas propiedades que estudiaremos a
continuacion, las cuales seran aprovechadas para hacer mas facil el calculo
de algunos limites de funciones. Cabe mencionar, que solo enlistaremos
las propiedades de los limites sin dar una demostracion de estas; puesto
que para dar una demostracion de ellas necesitariamos una definicion
formal de limite y no la que se dio al principio de este bloque. Si bien
nuestro propdsito en este apartado es que aprendas a aplicarlas y hacerte
el calculo de limites mas comodo, mas no el que trates su demostracion.

PROPIEDADES MAS IMPORTANTES DE LOS LIMITES

Propiedad Ejemplo

a) Limite de una funcién constante.

Si f(x)=k esunafuncion constante, entonces para

[im 8=8

cualquier nimero ¢ 3

lim k=k

X—C

b) Limite de la funcion identidad.

Dada f (x)=x lafunciénidentidad,y ¢ cualquier

ndmero lﬂ/ls/l xX=5
lim x=¢

¢) Limite de la funcidn identidad elevada a una

potencia.

Si f(x)=x" esunapotenciaen x, ¢ cualquier lim x = (—1)5 =-1

nimeroy n entero positivo,
lim (x")=¢

xX—>C

d) Limite de una funcion lineal

Sea f(x)=mx+b unafuncionallineal, donde m y i
fm 5x-3=5(-3)-3=—15-3=—18

b son nimeros cualesquiera, >3
lim (mx+b) = m(c)+b

X—C
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e) Limite de un polinomio.
’ 4 3 2
Sea P(x)=a,x"+a, x"" +..+ax' +a, donde llm X =2x +5x7 =3x-1=
x—2
a,,a,...,a, sonnumeros reales, a, #0 y n es _ (2)4 _2(2)3 +5(2)2 _3(2)_1
entero positivo. Entonces
[im P(x)=P(c) =13

Propiedades de limites aplicadas a operaciones con funciones

. lim f(x)=L [im g(x)=Ly
Sean f y g dos funciones, para las cuales . Y e existen. Entonces se cumplen

las siguientes propiedades:

f) Limite de una funcion multiplicada por una Comprobacion:
constante.

) [Tm 9 (x)=[{m 9%’ =?
lim [£1(x)]=k [lz'mf (x)} k| S = paladar o il

Comprobemos que dicha propiedad es valida. Por un
X—>C X—>C

lado, tenemos que:

Se lee: “El limite de una constante multiplicada por
.y . - I4 3 3

una funcion es igual a la constante multiplicada por el | [777.9%" = 9(—5) =-1125 .

. . s (de manera directa).

limite de la funcion”. 4 . .

Siiaplicamos la propiedad, observe que se obtiene el

mismo resultado:

9(lz'm x3j =9(-125)=-1125

Y5 (sacando la
constante).
g) Limite de la suma de dos funciones. Comprobacion:
lf;”}c’l[f(x)"'g(x)] - lfz’lc’lf(x)-"lf;”’c’lg(x) Sean f(x)=x"y g(x)=x-5.Calcular:
=L+L, lim[ f (x)+2(x)]=?

Se lee: “El limite de una suma de funciones es igual a la

- . " si sumamos las funciones y calculamos de manera
suma de los limites de cada una de las funciones”.

directa:
r 2 2
lim(x* +x=5)=(3) +(3)-5=7
x—3
Aplicando la propiedad, es decir, calculando limites
para cada una de las funciones y luego sumando, ob-
tenemos el mismo resultado:

ll’mf(x)Jflf;l’I;l g(x)=[im ¥ +[{m(x-5)

x—3 x—3 x—3
=9+(-2)
=7
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h) Limite de la diferencia de dos funciones.

lim[ f(x)~g(x)]=lim/ (x)~l{mg(x)

X—>C X—>C X—C
=L -1,
Se lee: “El limite de una diferencia de funciones es la
diferencia de los limites de las funciones”.

Comprobacion:
Sean f(x)=x"y g(x)=x"—1 dos funciones. Cal-

lim| f(x)—g(x)]="

x—1

cular
Por un lado, si restamos las funciones y hacemos el
calculo directo:

lim[x —x*+1]=(1) - (1) +1=1

x—1
Por otro lado, tomando la diferencia de los limites para

cada funcion, obtenemos el mismo valor:

L ~Lim (1) =) (1)1

i) Limite del producto de dos funciones.

lim| /() g(x)]=lim/ (x)[{me(x)

x—c x—c x—c

=L-L,
Se lee: “El limite de un producto de funcioneses igual
al producto de los limites de las funciones”.

Verifiquemos que se cumple.
Sean f(x)=2x=3y g(x)=x-6,calcular:

lim| f(x)2(x)]=?

x—>2
Multiplicando funciones y calculando el
limite sobre la multiplicacion de estas:

lim[ (2x=3)(x=6)] = [im (2" ~15x+18)

=2(2)" -15(2)+18

=4
Por otro lado, obtenemos el mismo resultado, si
calculamos los limites y luego los multiplicamos:

lim(2x=3)[im(x-6)=(1)(-4) = -4

x—2 x—2

j) Limite del cociente de dos funciones.

{f(x)}_ lim/ ()

g(*) ] lime(x)

X—>C

lim

X—>C

si [im g(x)=0 y g(x)=0

X—>C
Se lee: “El limite de un cociente de funciones es igual al
cociente de los limites de las funciones”

A través de un ejemplo comprobemos la propiedad.

Si f(x):3x—4yg(x)=x+1
, 3x—4

Entonces calcular: x+1
Haciendo el calculo de manera directa:

, 3x-4 3(5)-4 11
lim = =—
s x+1 5+1 6
Ahora dividiendo los limites

como lo dice la propiedad:

ll’m(3x_4) ~ (3(5)_4) ~ 11

x5

x—5

(5+1) 6

[im(x+1)

x—5

Observa, se obtiene el mismo resultado.
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k) Limite de la n-ésima potencia de una funcion.

limlr T = lims ()|

X—>¢ X—>C
— Ln
con n entero positivo
Se lee: “El limite de una potencia es igual a la potencia
del limite”.

Comprobemos igualmente con un ejemplo.

o [=3x+ 7T
Sea f(x)=_3x+7,calcular lﬂi[ ] .

De manera directa, se calcula el limite:
lim[-3x+7] =[3(7)+7]
x—7

=[-14]
=-2744
Utilizando la parte derecha de la propiedad:

[ll'm(-3x+7)}3 =[-3(7)+7]

x—>7
=[-14]
=-2744
Por lotanto, la propiedad se comprueba.

I) Limite de la raiz n-ésima de una funcion.

limilf (x) = [limf (x) =41,

xX—>c x—c , Sl

(ll’mf(x)j > 0 cuando n par

X—>C

Se lee: “El limite de una raiz es igual ala raiz deldimite”.

Verifiquemos esta propiedad.

N 3x +1

Sea f(x) =3x+1 , calcular lﬂ’}s’l
lamos directamente:

limBx+1=3(5)+1=+16=4

x5

. Silo calcu-

Ahora si aplicamos la parte derecha de la propiedad, se
verifica la igualdad:

- 1 - -

x—5

Ademas, obsérvese que el dominio de la funcion esta

1

__’+w

en el intervalo [ 3 j por lo que laimagen de

£ (5) esta definida. Ademas en este caso n=2.

Ten en cuenta que...

Las propiedades de limites g), h) e i) se pueden extender para
numero finito de n funciones. Es decir, el limite de la suma

y de la diferencia de funciones es la suma o la diferencia

de los limites de las funciones segun sea el caso.

Simbodlicamente:

s lim ()= L, [im f,(x)= L,, ..

X—C

X—>C

Y lim/f, (x)= L,

X—>C

entonces grg[ﬁ (x)ifz(x)i...ifn(x)] =L *L, .+
Andlogamente, el limite de un producto de n funciones es el
producto de los limites de las funciones. Simbdlicamente:
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si lim/fi)= L, [im£fs(0)= Ly, oy [im /. ()= L,

xX—¢C xX—¢C x—¢

entonces !Ci_r)lg[ﬁ(x)xﬁ(x)x...xﬂ(x)]=Ll XL, x..xL,

A continuacién, mostraremos unos ejemplos en donde aplicaremos
algunas de las propiedades de los limites en la resolucion de estos, y asi
observes su utilidad.

Ejemplo 1:

Calcular ll'}’}’l(x3 —9x” +2x — 6) , aplicando las propiedades de los limites.

x5

lz'nsa(x}' 9x*+2x- 6)= [1m x°- 9 Iim x** 2 lz'nsa X- lz'm5 6
x> x5 x5 X X

En este ejercicio se aplicaron basicamente las propiedades: el limite de
una suma y diferencia de funciones. Es decir, el limite de una suma o
diferencia de un numero finito de funciones es la suma o diferencia de los
limites de cada una de las funciones.

Ejemplo 2:

((xf)(x—l)

Calcular lxlf_'z —4 j aplicando las propiedades de los limites:

— x—>-3 x—>-3

lim

((x+2)(x—1)} i lim(«+2)(x~1)] \ lim(x+2)[im(x-1)

oL .V g lim{x=4)
(D)
=7
_ 4
7
4
7

En este ejercicio, de inicio aplicamos la propiedad del limite de un cociente
de funciones. Luego en el numerador, aplicamos la propiedad del limite
de un producto, para finalmente calcular los limites sobre las expresiones
mas simples y obtener el limite de la expresion inicial.

Ejemplo 3:
Determinar el siguiente limite, haciendo uso de la mayoria de las

i X +2x+3
propiedades de limites: ff’zfl x*+5

Solucion:

Calculo Diferencial
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2 3

l, x3+2x+3_\/l, x* +2x+3 2 x exs

XZZ'} x> +5 O XP+5 zm x? +5
x—2

lir ( +lzm(23C)+llm(3)

+lzm( )

x—>2 x—>2

\/ lim x +2 llm x+lim 3

llm xj +lim 5

x—2 x—2

B +(2)(2)+3
B 2% +5
8+4+3
9

wﬁ
W

En este ultimo ejemplo, de inicio se aplicalla propiedad del limite de la raiz
n-ésima de una funcion. Luego, dentro del radical, se aplica la propiedad
del limite de un cociente de funciones, para después aplicar, tanto en
denominador como en numerador, las propiedades del limite de la suma
y la diferenciarde funciones, incluyendo en estos pasos, las propiedades
del limite de una potencia de funciones, el limite de una constante y el
limite de.una funcion multiplicada por constante; para finalmente llegar a
obtener el resultado definitivo aplicando propiedades de radicales.

Aplico lo aprendido

|. Calcula los siguientes limites de funciones aplicando las propiedades de los limites vistas anteriormente, indicando
alfinaldecadaeje cicio las propiedades que tuviste que aplicar para llegar a la solucidn.

1 [l'n?(x3—2x2+3x—4) 2 llnz(5x+2)
4dx -5 Z/ 8x+1
3, lﬂny—l 4. Z? x+3
5+2x
ms3 (2 +38
s, Lim{~5 6. Limlx+5)
2x+1
fap (X2 +2x—1 I ——————
lxl_’Zl<x * ) 8. {E,n_/f x*=3x+4
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Limites de funciones algebraicas

Ahora que conocemos las propiedades de los limites, facilmente podremos
calcular el limite de funciones algebraicas, tales como la funcidn constante,
identidad, lineal, cuadratica, cubica, y cualquier funcion polinomial e
incluso, aunque con algunas excepciones, las racionales e irracionales.
Estas ultimas funciones las puntualizaremos de una mejor manera, mas
adelante.

Limites de funciones polinomiales

Como ya lo habiamos afirmado anteriormente, para las funciones
polinomiales es facil encontrar su limite; ya que solo basta con sustituir el
valor al cual tiende la variable independiente x, en la funcién polinémica

f(x) y listo, la imagen de esta sera el limite de la funcion polinomial.
Esto se debe a que las funciones polindmicas son funciones continuas y
estan definidas en todos los numeros reales.

Asi que para las siguientes funciones polinomiales solo sustituiremos el
valor al cual tienda la variable x en la funcion polinomio pafa encontrar
el limite. Veamos:

Ejemplos:

1 lim(-9)=-9

x—>=7

W | —

N lzlog (x)=
3

3. [fm(-5x+11)=-5(-4)+11=20+11=31

x—>—4

3V (3 99 29
roa(x2=3x—=5)=|2 | —3| 2 |es5=22_5-_22
G ) (2) (2} 4 2 4

X—>

5. [fm/(x* —6x" —x+11)=(0)'=6(0)" —(0)+11=11
x—0

6. ll'm(x4 —x° —5x7 +8x—9)
1

x>
2

Il
VR
| —
N
S

|
7N\
| —
N—
W

|

9,
7 N\
N | —
N
[’8]

+

(0 e]
VR
|»—~
N—

|

Ne)

7. [fm/(-14+x")==50+(100)" = -50+10000 = 9950

x—100
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iA trabajar en tu producto
esperado!

Es momento de realizar los
incisos a), b) ¢) y d) de tu pro-
ducto esperado. A trabajar.
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Aplico lo aprendido

. Calcula el limite de las siguientes funciones polinomiales. Una vez calculado el limite, puedes apoyarte de la grafica

de la funcidn para corroborar tu resultado.

1 lim(3x+4)

x—3

[l'm(x4 +5x° +12x° —x+9)

x—>-1

o [im(—x'+12x" +45x-52)

5> Iim(2x=3)

x—0

4 [im (2% =3x+1)

x—2

6 Iim(8x" =2x+1)

x—3

7 ll’nl/l(xz —8x+1)

o — x—4
;
(2 —6x" +8x-9 , 2
5. lim| ) 0. lim (55 =x=3)
-
1
} x3——x2—x—1j
u lim{ 3

x5

8 ll'm(7—§j

Limites de funciones racionales

Los. limites de funciones racionales se pueden calcular al igual que las
funciones polinomiales, sustituyendo el valor al que tiende la variable
independiente en la funcion racional, siempre y cuando el valor al que
tienda la variable independiente no sea uno de los valores para los
cuales el denominador de la funcion racional se anule.

Como sabemos, por cursos anteriores, el dominio de una funcién racional
queda bien definido cuando excluimos los valores para los cuales el
denominador de estas funciones se anula. Asi que, si tendiéramos la
variable independiente hacia uno de estos valores y tratamos de encontrar
el limite sustituyendo este valor en la funcion, entonces obtendriamos un
valor indeterminado; puesto que estariamos dividiendo algo entre cero y
las divisiones entre cero no estan definidas en matematicas. Por lo que,
para este caso, el limite no se podra obtener por sustitucion directa en
la funcidn racional; ante esta situacion podemos pensar dos cosas: que
el limite no existe, o que existe, pero habra que buscar alguna forma
alternativa para determinarlo. Dentro de los meéetodos que manejaremos
para tratar de hallar el limite, esta el método de factorizacion o bien aplicar
el método de los limites laterales. Analicemos esto a través de algunos
ejemplos:
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Ejemplo 1:

, Xx+2
Calcula el limite: lﬁ?l/l >—4
Solucién:

/i x+2 _ 1+2 3 3
im >y (-4 1-4 -3

Nota que en este limite solo sustituimos el nimero 1en la funcién racional
y obtuvimos el limite sin ningun problema.

Ejemplo 2:

,  x+3

Halla el siguiente limite: xl»—s X’ +9
Solucion:
Intentemos obtenerlo, sustituyendo el valor x=-3 en la funciony
observemos qué pasa:
x+3 -3+3 0 0

l}ﬂ?ﬁw :(_3)2+9 T9+9 18

Como el cero aparece en el numerador y no en el denominador en‘las
ultimas fracciones, entonces concluimos que el limite se puede obtener
por sustitucion y que este sera cero.

Ejemplo 3:
, x-3
SR/ /// e
Encuentra el siguiente limite: x»=3 X —
Solucion:

Nuevamente tratemos dehallar eldimite sustituyendo el valor x =-3 en
la funcion racional:
¢ x+3 343 0
29 (37 -9 9-9
Puesto que, al tratar de obtener el limite por sustitucion, se llega a una
indeterminacion, entonces trataremos de aplicar otros métodos para
obtenerlo:

0
0

Método 1. Por limites laterales.

x+3
Tabulemos los valores de (x)zm cuando x toma los
valores de —4, -3.5, —3.1, —=3.01, —=3.001 y cuando x es igual a

-2, —=2.5, =2.9, —=2.99, -2.999 para verificar si f(x) se aproxima a
un valor, conforme x tiendea —3.

Calculo Diferencial

39



40

TEBAEV Direccion General de Telebachillerato

-4 -0.1428 -2 -0.2

-3.5 -0.1538 -2.5 -0.1818
-3.1 -0.1639 -2.9 -0.1694
-3.01 -0.1663 -2.99 -0.1669
-3.001 -0.1666 -2.999 -0.1666

Observa que al acercarnos al valor —3 tanto por la derecha como por
1

rcana 6. Por lo tanto,

la izquierda las imagenes bajo f(x) se
, Xx+3 1

. m-—
afirmamos que >3 X~ —9
inicio del bloque cuando se
funcion.

e metodo se manejo al
intuitiva de limite de una

la definic
Ten en cuenta que...

- 0.16666...= - 0.1

Demostre

Método 2. Por factorizacion.

Site das cuenta, en este caso, el denominador de la funcidn racional es una
diferencia de cuadrados la cual se puede factorizar a través de binomios
conjugados, veamos si al factorizar podemos eliminar algunos factores y
transformar la funcion racional a una funcién equivalente en la cual sea
mas facil hallar el limite sustituyendo valores:

x+3 ., Tx+3_ 1 1
lim == lime ) M 57 5576

Efectivamente, el proceso de factorizacion logré eliminar factores
y calcular el limite sustituyendo sobre otra funcion equivalente. Si
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( )_ x+3
observamos la grafica de x> =9, logramos constatar que no esta

definida para x =-3 y que precisamente en ese numero la grafica tiene
un salto, por lo que en ninglin momento se podria encontrar su limite por
sustitucion directa; sin embargo, a través de la grafica de la funcidén nos

1

podemos dar cuenta que el limite si existe, y es g tal y como nos lo
muestra la siguiente imagen:

x+3
re=EE
——

Ejemplo 4:
La altura de un objeto a‘los ¢ segundos, después de dejarlo caer desde

1000 pies, esta dada por la funcién de posicion s(z)= - 162 + 1000. La
velocidad en el instante ¢ = @ segundos viene dada por:

i sla)=s(0)

t—a a—t

Si a un obrero de la construccion se le cae una llave inglesa desde una
altura de 1000 pies, jcon qué velocidad estara cayendo la llave tras 5
segundos?

Solucion:

Para averiguar la velocidad que lleva el objeto a los 5 segundos

, s@) s@)

exactamente tendremos que calcular /=5 5-t . Puesto que

5(5)= - 16(5) +1000= - 400+ 1000 = 600, entonces:

Calculo Diferencial
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. 600—(—16¢2+1000) ., 60016t —1000
lim — =[im —
t—5 5 t t—5 5 t
5 16¢> — 400
s
g (41 —20) (41 +20)
o am 5—1
. —4(5—1)(4r+20)
=[im -
t—5

= [im|—4(4t+20)]

t—5

= lim(—16:-380)

t—5
=[-16(5)=80]
=—80—80
=—160

Por lo tanto, la velocidad instantanea que lleva el objeto a los 5 segundos

- 160 ™

esde s . El'signo negativo del resultado es porque el objeto cae.

Hasta ahara hemos visto ejemplos de funciones racionales para las cuales
el limite existe, paraalgunas obteniéndolo por sustitucion directa y para
otras empleando otros meétodos, pero al fin y al cabo lo halldbamos.
Ahora citemos un ejemplo de una funcion racional donde definitivamente
no es posible hallar el limite de esta, cuando se hace tender su variable
independiente a un numero real donde la funcion no esta definida.

Ejemplo’5:

, 1
Calcular xl_Zl x+4
Solucion:

Sustituyamos de forma directa,

i 11 1
N 4™ 4va 0
Observamos que tenemos problemas, es precisamente con el cero que
aparece en el denominador de la ultima fraccidon. Mas aun, si te fijas la

f(x)=—

funcion " x+4 es la mas simple la cual no se puede manipular
a través de una factorizacion. Por lo que no nos queda otro método a
emplear, mas que el de los limites laterales, es decir, acercarnos a -4 e ir
fijdndonos si las imagenes bajo la funcidn se acercan a un limite.
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Calculo Diferencial

-5 -1 -3 1
-4.5 -2 -3.5 2
-4.1 -10 -3.9 10
-4.01 -100 -3.99 100
-4.001 -1000 -3.999 1000

Si analizamos las tabulaciones hechas, observamos que si tendemos
por la izquierda al valor de -4, las imagenes tienden a valores negativos

muy grande (_OO); mientras que si tendemos por la derecha a -4, las

imagenes tienden a valores muy grandes, pero positivos ("‘OO), por

4

. m : . .
concluimos que -4 X +4 no existe. Miremos graficament

Aplico lo aprendido
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. En los siguientes ejercicios, encuentra el limite de las funciones racionales, utilizando los métodos mostrados
anteriormente. Intenta hallarlo en primer lugar por sustitucion directa, en caso de que no se pueda hallar asi, checa si
es factible aplicar factorizacion o por tltimo intenta encontrarlo haciendo una tabulacidn, apoyandote de la grafica
delafuncién.Recuerda que el limite no siempre existe, pero que, si este fuera el caso, también debes dar unargumento

convincente de esto.

1

w

(9a]

o

l, x> —49
Z’? x=7
Ii x —9x
,Z’;lxz—x—6
l, 5x—15
ey

, x -1
lim——

x>l X~

. x*—12x+35
[im

Y Xt =2x—-15

oo (1=2xY
1. lim

x+4

x—4

ji x* =25
2. xi@ x+5
l, 4x-16
4. UM 276
ii X’ +8
6. L’??x+2
, 1
8. lf_’:};lx—7
2x* +3x

10, {i@2x2+x—3
2

it x—6

x—6 X

Limites de funciones irracionales

Como sabemos, las/funciones irracionales son parte de la clasificacion
de las funciones algebraicas y son aquellas funciones en cuya expresién
analitica la variable independiente aparece debajo del simbolo de un
radical. Para este tipo de funciones también debemos tener mucha
precaucion al calcular sus limites; ya que para algunos casos, se cae en

0
indeterminaciones del tipo 0. Para ello, te mostramos algunos ejemplos

y.los métodos que hay que seguir, en caso de que el limite no se pueda
hallar por sustitucion directa.

Ejemplo 1.

/i x—4
Calcular 35’9:/1\/;—2
Solucién:

Primero intentemos por sustitucion directa,

i x—=4 9-4 5 _2_5
M i—2 -2 3-21

Como podemos apreciar el limite es posible obtenerlo facilmente por
sustitucion; ya que en la parte del denominador al sustituir el valor de 9,
este no se anula. Por lo tanto, el limite de la funcion existe y es 5.

Pero qué pasa si ahora hacemos tender x a 4. Esto es,




Ejemplo 2:

Modulo 1 Limites

, x—4

Calcular l—’l/l\/;—Z
Solucioén:

Tratemos por sustitucion directa,

lim

M2 Ja-2 2-2 0

x—-4

4-4 0 0

En este caso hemos fallado al encontrar el limite, bien porque no
existe o tal vez si existe, pero debemos emplear un artificio para
conseguirlo. Efectivamente, para estos casos emplearemos el método
de racionalizacion; que consiste en multiplicar el denominador y

el numerador de la funcion por el conjugado de (\/;_2), es_.decir

multiplicaremos por (\/;“Lz), y tratar de encontrar de esta manera una
funcion equivalente a la original en donde sea mas facil hallar el limite
por sustitucion directa. Cabe aclarar que, para racionalizar una funcion
de este tipo, siempre se multiplicara (numerador y denominador) por el
conjugado de la expresion donde aparezca el radical: Veamos:

x4

lim————=

—dAlx =2
x-4

Por lo tanto, lf_’z‘/l \/;—2

dicha funcion:

x—-4 Jx+2

;
i <D +2

(x=4)(Vx+2)

. Graficamente veamos cémo se comporta

Calculo Diferencial
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Co2-Ji—3
Iim————=Ilim

t—7 t2 - 49 t—7

4—(\/3)2

2—~Nt—3 24+t-3

Direccion General de Telebachillerato

La funcion tiene un salto en.x =4, es por eso que el limite no se pudo
hallar por sustitucion directa. Otro metodo para obtener este limite
seria aplicando el método de los limites laterales, lo cual se te deja como
ejercicio.

Ejemplo 3¢

0 e (]

Una piscina‘se vacia segun la funcion: t?- 49 donde V esel

volumen expresado en m’ y t es el tiempo en minutos. ja qué valor se
aproxima el volumen cuando el tiempo se aproxima a 7 minutos?

Solucion:
, 2-A+t-3

El problema nos manda a calcular el siguiente limite: I,ZW t*- 49 _Asi,

utilizando el método de racionalizacion:

—(t=17)

t* —49 .2+\/t—3

R TP Py
~1

:ltlzz/l(t+7)( +r=3)

=lim (7 —49) (24413

5 4—(t-3)
fﬁ(z—7)(r+7)(2+ﬁ)
g 4—143
) )2 V3)
T—t

:lt"ll@(t_7)(t+7>(z+M)

—1

(7+7)(2++7-3)
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Interpretando el resultado, podemos decir que la piscina se vacia un poco

antes de los 7 minutos; puesto que el valor del volumen de la piscina, para

cuando nos acercamos a los 7 minutos, este ya ha rebasado el valor de
1

cero( 56) que es cuando la piscina se queda vacia totalmente.

Por ultimo, analizaremos un caso muy particular en los limites de
funciones irracionales; y consiste en la necesidad de emplear los limites
laterales, tal como los hemos venido trabajando en muchos ejercicios,
pero de una manera muy precisa. Asi que te sugerimos poner atencion al
siguiente ejemplo:

Ejemplo 4:

lim V4-x" =

Utilizando los limites laterales, calcular 2

Calculo Diferencial

47

1 1.7320 3 No existe imagen
1.5 1.3228 2.5 No existe imagen
1.9 0.6244 2.1 No existe imagen
1.99 0.1997 2.01 No existe imagen
1.999 0.0632 2.001 No existe imagen
1.9999 0.0199 2.0001 No existe imagen

Observa que si nos acercamos a2 por la izquierda, las imagenes tienden
a O; mientras que si nos acercamos a 2 por la derecha, las imagenes de
estos valores no existen en los numeros reales, ya que el dominio para

esta funcidon se encuentra solo en el intervalo [—2,2] y para valores

mayores a 2 estrictamente, las imagenes son imaginarias, por lo que no

se puede decir que tiendan a algun numero. Para este caso, se podria
o limANA- . .

decir que "5 no tiene significado. Pero si de cualquier forma,

se restringe x a nUmeros menores, muy cercanos a 2, puede lograrse

que el valor de \/4—x* esté tan cerca de cero como se desee. En tal caso,
X se aproxima a 2 solo por la izquierda, estableciendo que el limite para
funcion sea igual cero.

Miremos graficamente la forma de la funcion, para comprender mejor
este caso:
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-3

El ejemplo anterior, nos obliga.adefinir los limites por la izquierda y por la
derecha de una funcion:

Definicion
Se establece que el limite por la izquierda de una funcion f°, cuando x
tiende a ¢, es L, si al tomar valores cada vez mas proximos a ¢, pero

menores que este, las imagenes de f se aproximana L tanto como sea
necesario. Lo.que denotaremos de la siguiente manera:

lim/f(x)=L

x—c

Se lee “eldimite de f', cuando x tiende a ¢ por laizquierda, es L.

De igual manera definimos, el limite por la derecha (o el limite lateral
derecho):

Definicion
Se establece que el limite por la derecha de una funcién f°, cuando x
tiende a ¢, es L, si al tomar valores cada vez mas proximos a ¢, pero

mayores que este, las imagenes de f se aproximana L tanto como sea
necesario. Lo que denotaremos de la siguiente manera:

limf(x)=L

x—c*

Se lee “el limite de f', cuando x tiende a ¢ por la derecha, es L.

Asi, a partir de la primera definicidn, se puede escribir, para el ejemplo

anterior, lo siguiente:
lim N4-x" =0

x—>2 "
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Se lee “el limite de la funcién f(x)= v4- x*, cuando x tiende a 2 por la
izquierda, es igual a cero”.

A partir de las anteriores definiciones se puede enunciar un teorema que
enlaza a los limites laterales con el limite de una funcion a secas

Teorema
o lim/(x) . . Aimf(x) limf (%)
e existe y esiguala L siy solosi .- YV roset

existeny sonigualesa L.

Aungue este teorema ya lo hemos utilizado implicitamente en algunos
ejercicios durante este bloque, por el momento sélo lo mencionaremos y
omitiremos su demostracion.

Aplico lo aprendido

-
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, x-9
L lim

x—9

ll'm\/ 3x+4

x—7

O

. Resuelve los siguientes ejercicios aplicando las técnicas sefialadas anteriormente sobre funciones irracionales.

, Nx+1-4
lim——

w15 X—15

I J16+x—4 7 Jx =5
3. M 4. LM 7S
X
1 P 1= x?
5. lim = 6. lim
7 Jx =1 7 Jx+5-2
7. HIMT 8. LI

, X
10, M

Limites de funciones trascendentes

Como sabemos, las funciones trascendentes son aquellas que no pueden
ser expresadas mediante un polinomio, un cociente de polinomios o
raices de polinomios. Las funciones trascendentes elementales son
las exponenciales, las logaritmicas, las trigonométricas, las funciones
trigonométricasinversas, las hiperbdlicas y las hiperbdlicas inversas. Aqui
solo analizaremos los limites de funciones trigonometricas, logaritmicas
y exponenciales.
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Limites de funciones trigonométricas

Para encontrar los limites de las funciones trigonomeétricas se recomienda
en primera instancia hacerlo por sustitucion directa, sin pasar por
alto que los angulos en las funciones trigonometricas deben estar en
radianes. Para los casos en que se llegase a tener una indeterminacion
se recomienda manipular la funcidn trigonométrica con alguna identidad
trigonométrica (vistas en el curso de Matematicas Il, sequndo semestre)
y checar si es factible encontrar un limite. Una ultima opcion es intentar
hallarlo utilizando los limites laterales (tabulacién) y apoyarse en la
grafica de la funcion trigonometrica; la cual puedes obtener de los
softwares GeoGebra o Graphmatica disponibles para descargar en
linea. En conclusion, recuerda que anteriormente tratamos con ejemplos
donde pareciera que el limite no existia, pero que a través de un artificio
podiamos encontrarlo; aunque también cabe senalar que no siempre esto
es asi, lo que si es prudente tener en cuenta, es una forma convincente de
probar la existencia o no del limite.

A continuacion, te mostramos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.
[im sen(%)

T

Calcular *3
Solucién:

Graficamente

f(x) = sen(x)

=miz —_— 2 — iz w

=1

Ejemplo 2:




Modulo T Limites  Calculo Diferencial

/717 COs(x
Calcular lf_’:{)/l ( )
Soluciodn:
[im cos(x)=cos(0)=1
x—0

Graficamente:

f(x)=cos(x)

= (¥ —_— 0 ] m ll'z n
¥ - | O T
|
Ejemplo 3:
[{m tan(x)
Calcular x-o0
Solucion:

[im tan (x)= tan(0) =0

x>0

Graficamente:

q’_‘T! Imi2 - =m/ <_IIJ'2 ™ ami2 Smi2

[

i
-

i
4

1
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Ejemplo 4:

A partir de la grafica anterior también se puede afirmar que:

l[imtan(x)=0 lim tan(x)= noexist
x> y sy
Ejemplo 5:
[im (sen(x)+2sec(x))
Hallar “x—o
Solucién:

Aplicando propiedades de limites e identidades trigonométricas:
[l';/{)/l(sen(x) +2sec(x))= ll’I’{)’l sen(x)+? ll,l;l’l sec(x)

So

Aplicando

secx =
COS x

Por sustitucién directa:

sen (x)

Observaque llegamos a unaindeterminaciény que no podemos factorizar,
ni racionalizar, ni aplicar una identidad trigonométrica que nos facilite el
calculo; ante esta situacion solo nos queda aplicar los limites laterales.

-1 0.8414 1 0.8414

-0.5 0.9588 0.5 0.9588

-0.1 0.9983 0.1 0.9983
-0.01 0.999983 0.01 0.999983
-0.001 0.99999983 0.001 0.99999983
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Con los limites laterales, nos damos cuenta que al tender x a cero, las

/(%)

imagenes bajo la funcion x tiendena 1. Graficamente:

_ sen(x)

B sen (X)
= lry= 22
WK{— miz o mii——  In smiz

14

Por lo tanto, lxl_’:{)/l X

Calculo Diferencial
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Aplico lo aprendido

x—0 ’ x—>0

. Resuelve los siguientes ejercicios aplicando las técnicas sefialadas anteriormente sobre funciones trigonométricas.

1 ll’;%/l(tanx+secx) 5 [l’@(2+cos x)
x>
3. [Z';:n(Scosx+2senx) " 11’7%1(4+3sen(x))
5. [l’;?;l(3sen2(x)) 6. J{m (cosx+cscx)
e x%%
, l—cosx
lim (3sen(x)) s lim
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Limites de funciones logaritmicas

Las funciones logaritmicas pertenecen a la clasificacion de las funciones
trascendentes y al igual que para las funciones trigonométricas,
seguiremos las mismas recomendaciones al momento de calcular sus
limites. Aclaramos también, que en este apartado solo trabajaremos con

los dos logaritmos mas comunes: el logaritmo natural (In) y el logaritmo
de base 10. A continuacion, te mostramos algunos ejemplos sencillos:

Ejemplo 1.
In(x
Hallar x’fa’ ( )
Solucion:
Por sustitucidn directa,
ll’m ln(x) = ln(3) = 1.0986
x—3

Mirando la grafica de la funcion:

1 ]

=3

Ejemplo 2:

lim(log(x))

Encuentra x-3
Solucion:
Por sustitucion directa,
Iim (log(x)) =log(3) = 0.4771

x—3
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1 f(x)=log(x)

e

-1 ] 1 2 —Ppr— 1 5 H 7 ]

-1

=3

Ejemplo 3:
[im(x+log(x+95))
Calcular “x>s
Solucion:
]l’_)n;l(x+log(x+95)):ll’?zsx - lf;l/ls/l [10g(x+95)]
=5+log(5+95)
=5+1og(100)
=5+2
=7

En este ejercicio, de inicio se aplicdila propiedad del limite de una suma
de funciones; luego se calcularon los limites sobre la funcién identidad
y sobre la funcion logaritmo’por sustitucion directa, y asi obtener el
resultado.

55

Aplico lo aprendido

l.Encuentra los siguientes limites de funciones logaritmicas. Apdyate de las graficas de las funciones

14 , lnx
L lli’lzfl(x_ln(x+7)) 2 lim=—
3 Il’l’l;l log(x—-2) A [l'n;l(ln(x2—2l))
5. [im(logx-1) 6. [im(logx-1)

x—100 ’ =10
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Limites de funciones exponenciales

Por ultimo, analizaremos los limites de funciones exponenciales. Al igual
que las funciones analizadas anteriormente, en estas también se vale usar
la sustitucion directa como primera opcion para encontrar sus limites, o en
su defecto, utilizar algun artificio ingenioso o aplicar en Ultima instancia
los limites bilaterales apoyandonos siempre por la grafica de la funcion en
cuestion. Para ello, te presentamos algunos ejemplos sencillos:

Ejemplo 1:
’ (x-1)
e
Calcular 5—7?3/1 )
Solucién:
Sustituyendo,
Iim (") = =¥'=7.3890

x—3

Graficamente comprobamos,

Ejemplo 2:

llrm 55x71
Calcular H%

Solucién:
Sustituyendo nuevamente,

Ly 5 3
Iim 5 AN S N -SSR TR
1
x>
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Aplico lo aprendido

o

. Calcula los siguientes limites sobre funciones exponenciales.

i X x ; eSx
L im0 2 iy
2
, 5x-1 , e +e’
s 1lim(3) o e
5. lim(<”™) 6 lim(2 1)

Limites infinitos

En este apartado, estudiaremos a las funciones cuyas imagenes crecen
o decrecen sin limite conforme su variable independiente se acerca cada
vez mas a un numero real fijo. Para iniciar nuestro estudio, analicemos el
siguiente:

Ejemplo:
, 3
Hallemos lf_’z)/l x’

A través de la grafica podemos observar que el dominio de la funcién
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Fx)==

x> es el conjunto de todos los numeros reales excepto el O,
mientras que su contradominio es el conjunto de todos los numeros reales
positivos:

Observa también

tanto por la derech
indefinida

3
-0.5 0.5 12
-0.1 0.1 300
-0.01 30000 0.01 30000
-0.001 3000000 0.001 3000000
-0.0001 300000000 0.0001 300000000
, 3
. - . [im—==+»
A partir de la grafica y las tabulaciones se observa que o+ X y
i 3 +00 p 3 +00
m = : m 5=
que 50 X . Por lo tanto, afirmamos que -0 X , lo cual
quiere decir que si los valores de x estan muy proximo a O, entonces las
. : . f(x)zi S
imagenes bajo la funcidon x> crecen demasiado, infinitamente

hacia valores positivos. Cabe aclarar que, en este caso, el limite de la
funcion no existe; puesto que el simbolo +% no es un numero real y aqui
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. . X
solo representa el comportamiento de los valores de la funcion / x?
cuando x se aproxima cada vez mas a O.

Definicion
Los valores de una funcidon crecen sin limite conforme x tiende a un

numero ¢, si f(x) puede hacerse tan grande como se desee (esto es,

mayor que cualquier nUmero positivo N ), para todos los valores de x
suficientemente cercanos a ¢, pero sin considerar a ¢ mismo.

Analicemos ahora una funcion para la cual los valores de sus imagenes
decrezcan sin limite, cuando hagamos tender su variable independiente

hacia un numero real. Para esto, proponemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo:

lim==+
Hallar fﬂ? X
En primer lugar, observemos graficamente la funcion:

En seguida consideremos una tabulacion, acercandonos al valor de O,
tanto por la izquierda como por la derecha, con valores muy préximos:

Calculo Diferencial
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-1 -3 1 -3

-0.5 -12 0.5 -12

-0.1 -300 0.1 -300

-0.01 -30000 0.01 -30000
-0.001 -3000000 0.001 -3000000
-0.0001 -300000000 0.0001 -300000000
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, 3 , 3
—— |=—0 - |=—
De esta manera, tenemos que lxl_Z;n( X ] y que lxl_,’;n[ x? )
, es decir, los limites laterales decrecen a valores negativos demasiado

, 3
, Zm( 2 j =0 .
grandes. De aqui que x50 \ X , Y Nuevamente reiteramos que

el limite no existe; ya que el simbolo —o no es un numero real, sélo es
3

, . . . f(x) >
un simbolo que nos indica que las imagenes de la funcidén X
decrecen infinitamente, cuando hacemos tender x hacia valores muy
cercanos a cero.

Definicion
Los valores de una funcion
numero ¢, si f(x) pue

menor que cualquier nume
suficientemente ce

a funcion, pero de tal manera que su limite por
itamente y que su limite por la derecha crezca

como por la derecha, con valores muy préximos.

-2 1
-3.5 -2.5 2
-3.1 -2.9 10
-3.01 -2.99 100
-3.001 -1000 -2.999 1000
-3.0001 -10000 -2.9999 10000

Para apoyar mas nuestro resultado, grafiquemos la funcién en cuestion:
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{f -1 =TT - = =5

A partir de las tabulaciones hechas y la grafica, snotamos que

, 1
ll —o0 lim—— =+ Q.
AN x+3 y que .3 x+3 , esto es, que los limites infinitos
laterales difieren cuando nos aproximamos a -3.'De estasmanera no
, 1
[im

podemos hablar en absoluto del \5°5 x +3 'y solo nos quedaremos con la
informacion que nos proporcionan loslimites infinitos laterales.

f(E— |
Esto es, para la funcion x+3, conforme x se aproxima a -3, a
traves de valores menores que -3, 10s valores decrecen sin limite; mientras

que cuando x se aproxima a -3, mediante valores mayores que -3, los
valores de la funcion crecen sin limite.

Calculo Diferencial
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Aplico lo aprendido

lim/ (x)=+> [lim/f(x)=-=

laterales: *, - Y et

. Desarrolla lo que se te indique en los siguientes ejercicios.

I.Comoactividad, teinvitamos a proponer una funcién f(x) enlaquesedenlostltimosdos casos de limitesinfini os




62 Direccion General de Telebachillerato

, X
1.Calcula xl_l)l’_};l x+1 usandounatabladevalores.

2.Calcula los siguientes limites, usando una tabla de valores y apoyandote en la gréfica de la funcion

a) ll’m%

x— 3

X
x—3

b [im
x— 3"
3.Halla lossiguientes limites usando la grafica de las funciones

2
X

a) lim

x— -1

x+1

2
X

b) lim x+1

x— 1"
r(x)=2%
c) Escribe laecuacion de la asintota vertical de x+1

4.Apartirdelagraficadelafuncién x—3,encuentra lossiguientes limites.
Apdyate de las asintotas marcadas para la funcién.

& 14

. - ! .

x-2
4 a0 - h(x):—
| x-3
L]
&
&
— 2 %
| _ e e
14 1z V] -8 & -4 Z o 2 4 L L] mn 12 14 18 18 20 22 24

x-=2

2 lim

x— 3" x-3

, x—=2

x— 3" x_3

, x—2

x—3 x-3
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Limites al infinito

En este ultimo apartado, revisaremos los limites de funciones cuando la
variable independiente crece o decrece infinitamente, los cuales llamamos
limites al infinito. Es importante que observes la diferencia entre los
limites infinitos vistos anteriormente con los limites al infinito, para que
no caigas en confusiones.

Iniciemos nuestro estudio afirmando que el limite de toda funcidn
polindmica, cuando hacemos tender su variable independiente x hacia
valores positivos demasiadamente grandes, no existe, debido a que toda
funcidn polindomica dibuja una curva cuyos extremos crecen o decrecen
infinitamente.

Ejemplo:

_ o o ll'm(x3—2x2+x+7)
Consideremos el siguiente limite: 551 para comprobar

lo dicho anteriormente. Para ello, simplemente analicemos la.grafica que
dibuja el polinomio:

f(x):x3—2x2+}c+7

A partir de la grafica, se observa que sia x le damos valores muy grandes

(x —>-o), las iméagenes bajo el polinomio Jf(x)= x'- 2x*+ x+7

tambien tienden a tomar valores grandes. Por lo tanto, concluimos
ll’m<x3 -2x° +x+7) . _ .

que  x+x no existe. Si observamos cuidadosamente

la grafica, sucede algo analogo, si ahora a x la hacemos tender hacia

valores negativos muy grandes (x — —), concluyendo en este caso

I4 3 2
X =2x"+x+7
que, {L’:’Z( ) tampoco existe.

Aclaremos que cuando se escribe x —>+0 0 x—> -0 no tiene un
significado similar al que se tiene cuando se escribe, por ejemplo, x — 5;

Calculo Diferencial
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ya que 400 0 —oo0 NO son numeros reales, simplemente son simbolos que
nosindican que x tiende hacia valores muy grandes positivos o negativos
respectivamente.

Pero no todas las funciones se comportan como la funcién polindmica,
veamos un caso distinto donde el limite si exista, al tender la variable

independiente hacia valores muy grandes positivos.

Ejemplo:

,  2x

Calcular TV x4
En primer lugar, hagamos una tabulacion:

10
100
1000
10000
100000

2x

x—4, se acercan a y=2, valor
ntota horizontal de la funcidn (recta color verde).

=16 -14 -1} -1 -8 & -4 -2 0 - L] & L] iz 14 18 i w3 M m 28
=2

=12

,  2x _9

. m -
Por lo tanto, concluimos que x- +» X —4
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f(x)— 2x
Observando nuevamente la grafica de la funcién racional x—4
y su asintota horizontal marcada en color verde, lo mismo sucederia si

,  2x

. . [im
ahora x la hiciéramos tender hacia —o, entonces ;5 . X —4

=2

£(x)==

Analicemos ahora la funcién racional " x, viendo cémo esta se
comporta cuando hacemos tender a x hacia valores positivos muy
grandes (x —+00). Para mostrar esto, empleemos nuevamente una
tabulacion:

10 0.1

100 0.01
1000 0.001
10000 0.0001
100000 0.00001

-10

-100 -0.01
-1000 -0.001
-10000 -0.0001
-100000 -0.00001

lim ~=0
Efectivamente, xi’_’Z X . Graficamente:

65
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— ——

=20 =18 =16 =14 =12 -0 -F 4 [ L] L] L C w4

o1
, o lim —
Pero qué sucederad si aho —+o X . Nuevamente por

tabulacion tenemos

0.1
0.0001
0.000001
0.00000001
0.0000000001
1
I4 i O
De la tabla se sigue que, {Z’Z x’
lim =0
. m = .
e manera similar, se comprueba que - X . Pero mas aun,
, 1 , 1
g y lim —=0 lim —=0 .
también se puede verificar que -+ x y que x—>— X’ . De aqui,
1 1
I _ O I - 0
se puede demostrar que: {’Jfﬁ x" y élff’Z x" para cualquier n

entero positivo. Lo anterior no sera demostrado, puesto que para ello
se necesitan argumentos matematicos rigurosos, los cuales no estan a
nuestro alcance en este curso.

De lo que si estamos seguros, es que este ultimo resultado es de gran
utilidad en el calculo de limites al infinito en funciones racionales
mas complejas. Para lo cual, te presentamos algunos ejemplos donde
verifiques su empleo y utilidad.
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Ejemplo 1:
, 4x-3
Calcutar M 2x 45
, 1
. SR im — =0
Solucidn: En este ejercicio aplicaremos el hecho de que x>+ X ,para

ello dividiremos el numerador y el denominador de la funcion racional
entre la variable de mayor exponente que contenga (en este caso x ), para
luego aplicar algunas propiedades de los limites y sacar el resultado.

4x 3 3 , , 1
dr—3 — 4= lim 4 -3 lim_
ll’m — ll’m — Zl’m — X—>+00 X—>+00
2x+5 2x 5 5 , , 1
X—>+0 X—>+0 4= X—>+0 2_{_7 -+ _
e marslim,
. 4-3(0)
Dividiendo Eliminando =—2+5(0) /
entre x variables Aplicando
_4-0 propiedades
2+0 delimites:de
_4 cociente, de
2 sumay de
=2 diferencia.
Graficamente:
10
4x-3
] X)=
f( ) 2x+5

Ejemplo 2:
Cuando se arroja materia organica de desecho a un estanque de
tratamiento, esta se va oxidando y la cantidad de oxigeno varia con
respecto al tiempo (f en semanas) de acuerdo con la siguiente funcion:

2

o= "5

t+1

a) sQué porcentaje del nivel normal de oxigeno existe en el estanque en la
primera semana?

Calculo Diferencial
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b) ;Para la quinceava semana?
c) ¢Cual es el porcentaje de oxigeno para t excesivamente grande?

Solucion:
a) Para dar solucidn a este inciso, simplemente evaluemos ¢ = 1, en O(%):

Y- @111 1
(1)2+1 1+1 2

O sea que el estanque tiene un 50% de oxigeno pasada una semana.

0.5

o(1)= ¢

b) Para este inciso, evaluemos ¢ = 15,

0(15)= (15)- (15)+1_ 225- 15+1_ 211
(15) +1 225+1. 226

Elnivel de oxigeno en el estanque es del. 93.36% pasadas quince semanas.

= 0.9336

c) Por ultimo, calculemos gué pasascon el porcentaje de oxigeno para

. S —t+1
cuando t crece demasiado, esto es, llmﬁ
, 12 =t ST T WL
lim =1 _Lim 1™l * L
14 r 1
lim 1+1lim >
t—00 —00
2‘2
oAt
= limt=— 1-0-0
—00 t 1 -
t7+t7 140
_1!
1—7+7 1
=lim——
t—00
t

Para valores muy grandes de f, el porcentaje de oxigeno se
estabiliza casi en un 100%.

Ejemplo 3:

14 x2
Determine XZJZZ x+1
Solucion:

. . . 2
Dividamos el numerador y el denominador de la funcién entre x° vy
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apliqguemos la misma técnica que en los ejercicios anteriores.
2

X 14
r 1
I X It {L’Z} - 1 1
M T M T il S+ L) i e fim L 00 0
XX dm e [ L o
Con lo que se llega a una indeterminacién?, entonces podemos decir que
lim=
lezz x+1 no existe. Graficamente se observa que si x = +00 entonces
f(x) — +00.
x2 10
X)= &
f( ) x+1
z
12 -10 -& -8 4 -2 [+ 2 4 [ & o 12 hL | 1% 18 i) 22 24
_2\ =
Asintota oblicua
Ejemplo 4:

Para estudiar la velocidad a la cual aprenden los animales, un estudiante
de psicologia, desarrollo un experimento mediante el cual una rata fue
enviadarepetidamente atravésde unlaberintode laboratorio. Suponiendo
que el tiempo en minutos requerido por la rata para salir del laberinto en el

20
. , . ., T(m)=5+—
intento numero n esta aproximada por la funcion: n .;Qué
ocurre con el tiempo que tarda la rata en atravesar el laberinto a medida

que aumenta el numero de intentos?

. . . o {f,f,ooo,etc}

2Indeterminacion: en los limites, son las expresiones matematicas indefinidas | 0 o

alas que se llegan cuando se sustituye la variable " x" por el niimero al que tiende. Algunas veces
las indeterminaciones ocultan el limite de una funcién, pero recuerda que no debemos de quedar
satisfechos con sélo sustituir el nimero en nuestra funcién para hallar el limite, pues existen
otras técnicas para hallarlo tal como ya se ha visto, esto dependiendo de la funcién en cuestion.
Finalmente, en caso, de no ser exitosos con estos métodos, intentar por el método de tabulacion
0 apoyarnos en la grafica de la funcidn para afirmar con certeza la existencia o la no existencia del
limite.

Calculo Diferencial
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Solucion:

, 20
Para resolver este problema lo que tenemos que buscar es: llﬂl[“‘;]
ASi, n—oo

, 20 , . (20
llm[5+7]= lim 5+llm[7]
— 540
5

O sea que, podemos enviar a la rata repetidas veces por el laberinto, y
el tiempo que empleara para salirse de dicho laberinto siempre oscilara
cerca de los cinco minutos.

Ejemplo 5:
Cuando un paracaidista se somete ala accion de la gravedad sufre un
aumento en su rapidez de caida, sin embargo, gracias a la resistencia que
el aire ofrece, al principio es grande.el cambio de rapidez, pero al paso
del tiempo, el cambio en la rapidez es cada vez menor hasta que llega un
momento en el que ya caera casicon rapidez constante. Si suponemos que

4
la rapidez del paracaidista se rige por la ecuacion v(t): 7.35[1—e 3 ]
donde ¢ es el tiempo de caida, entonces:

a) sQuerapidez lleva cuando ¢ = 1 sequndo? y scuando ¢t = 5 segundos?
b)¢Qué pasa con la rapidez, cuando el tiempo ¢ es muy grande?

Solucion:

a)Cuando t='1s,
4(1) 4

v(l):7.35[1—e 3 ]:7.35[1—e 3]:7.35(1—0.2635):5.41%
Parat=5s,

4 20
v(5)= 7.35[1 —e ] - 7.35[1—e3] =7.35(1-0.0012) = 7347/

[Tm v(t)
b) Cuando ¢ toma valores muy grandes, esto es, f 500
& M
ll'm 7.35[1—6 3] =7.35[l’m[1—€ 3]
t—00 X—=00

M
=17.35/[im l—lz'm[e } ]
=7.35(1-0)

—7.35(1)

=735 f%



iA trabajar en tu producto
esperado!

Es momento de realizar los
incisos e), f) g) y h) de tu pro-
ducto esperado.

A trabajar!!l.

Aplico lo aprendido

. Utilizando las técnicas seialadasanteriormente para calcular limites alinfini o, determina los siguientes limites.

l, x> -1
L xyzzox2+1

3 ll'm(l—x+4x6)

i x*—38x-1
> M5

, 7
7. lims
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Graficamente, podemos ver como evoluciona la rapidez con respecto al
tiempo:
10
2

a

v(t)

Y
Para fines practicos, se puede decir que la rapidez final del paracaidista

se comporta de manera.constante cdando el valor de ¢ se acerca a los 6
0 7 segundos después de haberse lanzado. Después de esos segundos la

velocidad.del paracaidista se estabiliza con un valor de 7.35 %

i x* -1

2. xi”_’:lox2+1
l, S5x+1

4. M3
, 7

6. bim
l, x=2

8. LM 5
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Responde correctamente cada una de las siguientes situaciones acerca de limites de funciones. El trabajo lo
puedes realizar en binas. Al final expongan a sus compaieros de grupo sus resultados.

1.Eldominiode f es (—Ooa"'oo).Apartirdesu grafica conte telossiguientesincisos:

a) Deacuerdo a la grafica, ;como queda definida la funcio f(x)?Sugerencia:latienesquedefinirporpartes,yaquela
funcién no es continua.

b) ¢Cudles son los valores de f(—3), f(o) yf(3)?
lim/(x) lim/(x) lim/ (%),

¢)¢Cualessonlosvaloresde *,~; "5 ) s 0 3

2. Una empresa deposita una cierta cantidad de capital en un banco a plazo fijo. Al cabo de ¢ afios el monto a
recuperar viene dado por la siguiente funcion:

15625
(1 + 4e—2f)

a) ¢Qué cantidad deposito el gerente de laempresa en el banco?
b) ¢Qué ocurre con el capital cuando pasan muchos afios?

Ct) =
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c) ;Cuanto tiene que esperar para retirar 15600?

d) ;Merece la pena esperar mas tiempo?

C(x) _ 4x* =100

3. Cierta funcién de costos se define como x—5 para x=5,endonde x representaelntmerode

articulos producidosy C eselcostode produccién (en miles de délares). Hallar cada uno de los siguientes limites:
[im C(x)

)x—>5

0 [im C(x)

x— 3

0 {z;ng C(x)

4. Para una cantidad de gas a una temperatura constante, la presion es inversamente proporcional al volumen 7.

¢Cudlesellimitede P conforme V7 se aproxima a cero desde la derecha? Interpreta el resultado, tomando en
cuentalagrafica

Presion

Volumen

5.Deacuerdoalateoriadelarelatividad,lamasa m deunaparticuladependedesuvelocidad v.Calculaellimite
delamasa m,cuando v tiendea ¢ desde laizquierda.Paraello, considera:

Dénde m : es la masa a cierta velocidad, m, : es la masa de la particula en reposo, v: la velocidad a la que va la

masay c:lavelocidad delaluz (¢ = 279,792,458 % ).
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6. Se estima que la poblacién de un virus que ha llegado al planeta tierra evoluciona siguiendo el modelo
7(1)= 240+ 20¢
16+t (enmiles), donde ¢ indica los afios transcurridos desde su aparicion en 2020.

a)¢/Qué poblaciénteniaenelafio desuaparicion?
b) ¢Qué poblacion tendra en 2022?
c) ¢Alargo plazo la poblacion se estabilizara? Es decir, ;ya no crecera?

7.Dada lafuncion f'(x) = x* —2x +5x* —x+3 determina el limite, cuando:

8.Halla lossiguientes limites sobre funciones trascendentes:

1. ll”’lg’l(ln(x+3)) 2. ll’n;l(e)“d)
3. lim(x-logx) " ll'l’_I;l(7)x+9

5 ll’m(Zcos(x)H) 6 ll’nz(2cos(x)—3sen(x))

X—>T






